
Êóð÷àòîâ-2020. Ìàòåìàòèêà

Ïåðâûé òóð (óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ)

Ñîäåðæàíèå

6-7 êëàññû 2

8-9 êëàññû 11

10-11 êëàññû 20
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6-7 êëàññû

Çàäà÷à 1/1. Â êàæäîé êëåòêå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû 5 × 9 íàïèñàíî öåëîå
÷èñëî, ïðè÷¼ì ÷èñëà â äâóõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ îòëè÷àþòñÿ ðîâíî
íà 1. Â òàáëèöå âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà 5 è −7 ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ñêîëüêî ðàç
âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 0?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé ïóòü ïî êëåòêàì èç êëåòêè ñ ÷èñëîì −7
â êëåòêó ñ ÷èñëîì 5. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîì ïóòè âñòðå÷àþòñÿ âñå öåëûå ÷èñ-
ëà îò −7 äî 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïóòü ñîñòîèò õîòÿ áû èç 13 êëåòîê. Íî åñëè
êðàò÷àéøèé ïóòü èç êëåòêè â êëåòêó â òàáëèöå 5 × 9 èìååò äëèíó 13, òî ýòè
êëåòêè íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ òàáëèöû.

Ïîñëå ýòîãî çàìå÷àíèÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë â òàáëèöå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ:

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

Çàäà÷à 1/2. Â êàæäîé êëåòêå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû 6 × 7 íàïèñàíî öåëîå
÷èñëî, ïðè÷¼ì ÷èñëà â äâóõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ îòëè÷àþòñÿ ðîâíî
íà 1. Â òàáëèöå âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà 6 è −5 ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ñêîëüêî ðàç
âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 0?

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé ïóòü ïî êëåòêàì èç êëåòêè ñ ÷èñëîì −5
â êëåòêó ñ ÷èñëîì 6. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîì ïóòè âñòðå÷àþòñÿ âñå öåëûå ÷èñ-
ëà îò −5 äî 6. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïóòü ñîñòîèò õîòÿ áû èç 12 êëåòîê. Íî åñëè
êðàò÷àéøèé ïóòü èç êëåòêè â êëåòêó â òàáëèöå 6 × 7 èìååò äëèíó 12, òî ýòè
êëåòêè íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ òàáëèöû.

Ïîñëå ýòîãî çàìå÷àíèÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë â òàáëèöå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ:
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−5 −4 −3 −2 −1 0 1

−4 −3 −2 −1 0 1 2

−3 −2 −1 0 1 2 3

−2 −1 0 1 2 3 4

−1 0 1 2 3 4 5

0 1 2 3 4 5 6

Çàäà÷à 1/3. Â êàæäîé êëåòêå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû 8 × 10 íàïèñàíî öåëîå
÷èñëî, ïðè÷¼ì ÷èñëà â äâóõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ îòëè÷àþòñÿ ðîâíî
íà 1. Â òàáëèöå âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëà 7 è −9 ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ñêîëüêî ðàç
âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 0?

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé ïóòü ïî êëåòêàì èç êëåòêè ñ ÷èñëîì −9
â êëåòêó ñ ÷èñëîì 7. Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîì ïóòè âñòðå÷àþòñÿ âñå öåëûå ÷èñ-
ëà îò −9 äî 7. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïóòü ñîñòîèò õîòÿ áû èç 17 êëåòîê. Íî åñëè
êðàò÷àéøèé ïóòü èç êëåòêè â êëåòêó â òàáëèöå 8 × 10 èìååò äëèíó 17, òî ýòè
êëåòêè íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ òàáëèöû.

Ïîñëå ýòîãî çàìå÷àíèÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë â òàáëèöå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ:

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Çàäà÷à 2/1. Ìàøà çàäóìàëà òðè ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öèôðû � A, B è C.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë ABC, BC è C ðàâíî 123. Íàéäèòå
ñóììó öèôð, çàãàäàííûõ Ìàøåé.
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Çàïèñü XY Z îçíà÷àåò òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð X, Y è Z.
Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå òð¼õ ÷èñåë a, b, c âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå a+b+c

3 .

Îòâåò: 13.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

ABC +BC + C = (100A+ 10B + C) + (10B + C) + C = 100A+ 20B + 3C .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòî âûðàæåíèå â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì 123. Ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå:

100A+ 20B + 3C = 369 .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 3C çàêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 9, òîëüêî åñëè C = 3. Ïîëó÷àåòñÿ

100A+ 20B + 9 = 369 ;

10A+ 2B = 36 .

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: B = 3 è B = 8. Â ïåðâîì ñëó÷àå B = C, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå A = 2.

Çàäà÷à 2/2. Ìàøà çàäóìàëà òðè ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öèôðû � A, B è C.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë ABC, BC è C ðàâíî 342. Íàéäèòå
ñóììó öèôð, çàãàäàííûõ Ìàøåé.

Çàïèñü XY Z îçíà÷àåò òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð X, Y è Z.
Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå òð¼õ ÷èñåë a, b, c âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå a+b+c

3 .

Îòâåò: 17.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

ABC +BC + C = (100A+ 10B + C) + (10B + C) + C = 100A+ 20B + 3C .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòî âûðàæåíèå â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì 342. Ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå:

100A+ 20B + 3C = 1026 .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 3C çàêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 6, òîëüêî åñëè C = 2. Ïîëó÷àåòñÿ

100A+ 20B + 6 = 1026 ;

10A+ 2B = 102 .

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: B = 1 è B = 6. Â ïåðâîì ñëó÷àå A = 10, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå A = 9.

Çàäà÷à 2/3. Ìàøà çàäóìàëà òðè ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öèôðû � A, B è C.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë ABC, BC è C ðàâíî 182. Íàéäèòå
ñóììó öèôð, çàãàäàííûõ Ìàøåé.
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Çàïèñü XY Z îçíà÷àåò òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç öèôð X, Y è Z.
Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå òð¼õ ÷èñåë a, b, c âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå a+b+c

3 .

Îòâåò: 13.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

ABC +BC + C = (100A+ 10B + C) + (10B + C) + C = 100A+ 20B + 3C .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ýòî âûðàæåíèå â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì 182. Ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå:

100A+ 20B + 3C = 546 .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 3C çàêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 6, òîëüêî åñëè C = 2. Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî

100A+ 20B + 6 = 546 ;

10A+ 2B = 54 .

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: B = 2 è B = 7. Â ïåðâîì ñëó÷àå B = C, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå A = 4.

Çàäà÷à 3/1. Àíäðåé íàïèñàë íà òð¼õ êàðòî÷êàõ ÷èñëà 20, 24 è 35 è ïåðåâåðíóë
èõ ÷èñòûìè ñòîðîíàìè ââåðõ. Çàòåì Ë¼íÿ íàïèñàë íà êàæäîé êàðòî÷êå ïî ïðî-
ñòîìó ÷èñëó. Äëÿ êàæäîé êàðòî÷êè îíè íàøëè ñóììó íàïèñàííûõ íà íåé ÷èñåë.
Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ñóììû îäèíàêîâûå. ×åìó ðàâíÿåòñÿ ñóììà âñåõ øåñòè ÷èñåë,
íàïèñàííûõ íà êàðòî÷êàõ?

Îòâåò: 111.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 20, 24 è 35 åñòü êàê ÷¼òíûå, òàê è íå÷¼òíûå,
òî ñðåäè ïðîñòûõ äîëæíû áûòü êàê ÷¼òíûå, òàê è íå÷¼òíûå. Ïîëó÷àåòñÿ, ñðåäè
ïðîñòûõ îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ äâîéêà, íî ýòî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, è
îíà ìîæåò áûòü íàïèñàíà òîëüêî íà êàðòî÷êå ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì, òî åñòü 35.
Òîãäà ñóììà ÷èñåë íà êàæäîé êàðòî÷êå ðàâíà 37, à îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ðàâíà
111.

Çàäà÷à 3/2. Àíäðåé íàïèñàë íà òð¼õ êàðòî÷êàõ ÷èñëà 20, 32 è 41 è ïåðåâåðíóë
èõ ÷èñòûìè ñòîðîíàìè ââåðõ. Çàòåì Ë¼íÿ íàïèñàë íà êàæäîé êàðòî÷êå ïî ïðî-
ñòîìó ÷èñëó. Äëÿ êàæäîé êàðòî÷êè îíè íàøëè ñóììó íàïèñàííûõ íà íåé ÷èñåë.
Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ñóììû îäèíàêîâûå. ×åìó ðàâíÿåòñÿ ñóììà âñåõ øåñòè ÷èñåë,
íàïèñàííûõ íà êàðòî÷êàõ?

Îòâåò: 129.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 20, 32 è 41 åñòü êàê ÷¼òíûå, òàê è íå÷¼òíûå,
òî ñðåäè ïðîñòûõ äîëæíû áûòü êàê ÷¼òíûå, òàê è íå÷¼òíûå. Ïîëó÷àåòñÿ, ñðåäè
ïðîñòûõ îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ äâîéêà, íî ýòî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, è
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îíà ìîæåò áûòü íàïèñàíà òîëüêî íà êàðòî÷êå ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì, òî åñòü 41.
Òîãäà ñóììà ÷èñåë íà êàæäîé êàðòî÷êå ðàâíà 43, à îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ðàâíà
129.

Çàäà÷à 3/3. Àíäðåé íàïèñàë íà òð¼õ êàðòî÷êàõ ÷èñëà 20, 34 è 49 è ïåðåâåðíóë
èõ ÷èñòûìè ñòîðîíàìè ââåðõ. Çàòåì Ë¼íÿ íàïèñàë íà êàæäîé êàðòî÷êå ïî ïðî-
ñòîìó ÷èñëó. Äëÿ êàæäîé êàðòî÷êè îíè íàøëè ñóììó íàïèñàííûõ íà íåé ÷èñåë.
Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ñóììû îäèíàêîâûå. ×åìó ðàâíÿåòñÿ ñóììà âñåõ øåñòè ÷èñåë,
íàïèñàííûõ íà êàðòî÷êàõ?

Îòâåò: 153.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñðåäè ÷èñåë 20, 34 è 49 åñòü êàê ÷¼òíûå, òàê è íå÷¼òíûå,
òî ñðåäè ïðîñòûõ äîëæíû áûòü êàê ÷¼òíûå, òàê è íå÷¼òíûå. Ïîëó÷àåòñÿ, ñðåäè
ïðîñòûõ îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ äâîéêà, íî ýòî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, è
îíà ìîæåò áûòü íàïèñàíà òîëüêî íà êàðòî÷êå ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì, òî åñòü 49.
Òîãäà ñóììà ÷èñåë íà êàæäîé êàðòî÷êå ðàâíà 51, à îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ðàâíà
153.

Çàäà÷à 4/1. Äâà ìàðàôîíöà áåãàþò ìåæäó ïîñ¼ëêàìè À è Á. Îíè ñòàðòóþò
îäíîâðåìåííî. Ïåðâûé íà÷èíàåò èç ïîñ¼ëêà À è áåæèò â ïîñ¼ëîê Á, âòîðîé
íà÷èíàåò èç Á è áåæèò â À. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìàðàôîíåö äîáåãàåò äî ïîñ¼ëêà,
îí ñðàçó æå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è áåæèò îáðàòíî. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé ìàðàôîíåö
ïðîáåãàåò ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà 20 ìèíóò, à âòîðîé � çà 15 ìèíóò. ×åðåç
ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå ñòàðòà îäèí èç ìàðàôîíöåâ âïåðâûå ïîðàâíÿåòñÿ ñ äðóãèì,
äîãíàâ åãî (âîçìîæíî, â îäíîì èç ïîñ¼ëêîâ)?

Îòâåò: 60.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñ¼ëêàìè ðàâíî S. Òîãäà ñêîðîñòè ìàðà-
ôîíöåâ ðàâíû S

20 è S
15 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàðàôîíåö, èìåþùèé ñêîðîñòü S
15 , áûñòðåå, ïîýòîìó èìåííî îí äîãîíèò äðó-

ãîãî. Ê òîìó ìîìåíòó îí ïðîáåæèò ðàññòîÿíèå íà S áîëüøåå, ÷åì ïðîáåæèò
äðóãîé ìàðàôîíåö. Ïðè ýòîì èõ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ðàâíà S

15 −
S
20 .

Ïîëó÷àåòñÿ, èñêîìîå âðåìÿ ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

S :

(
S

15
− S

20

)
= S :

S

60
= 60 .

Çàäà÷à 4/2. Äâà ìàðàôîíöà áåãàþò ìåæäó ïîñ¼ëêàìè À è Á. Îíè ñòàðòóþò
îäíîâðåìåííî. Ïåðâûé íà÷èíàåò èç ïîñ¼ëêà À è áåæèò â ïîñ¼ëîê Á, âòîðîé
íà÷èíàåò èç Á è áåæèò â À. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìàðàôîíåö äîáåãàåò äî ïîñ¼ëêà,
îí ñðàçó æå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è áåæèò îáðàòíî. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé ìàðàôîíåö
ïðîáåãàåò ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà 20 ìèíóò, à âòîðîé � çà 24 ìèíóòû. ×åðåç
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ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå ñòàðòà îäèí èç ìàðàôîíöåâ âïåðâûå ïîðàâíÿåòñÿ ñ äðóãèì,
äîãíàâ åãî (âîçìîæíî, â îäíîì èç ïîñ¼ëêîâ)?

Îòâåò: 120.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñ¼ëêàìè ðàâíî S. Òîãäà ñêîðîñòè ìàðà-
ôîíöåâ ðàâíû S

20 è S
24 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàðàôîíåö, èìåþùèé ñêîðîñòü S
20 , áûñòðåå, ïîýòîìó èìåííî îí äîãîíèò äðó-

ãîãî. Ê òîìó ìîìåíòó îí ïðîáåæèò ðàññòîÿíèå íà S áîëüøåå, ÷åì ïðîáåæèò
äðóãîé ìàðàôîíåö. Ïðè ýòîì èõ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ðàâíà S

20 −
S
24 .

Ïîëó÷àåòñÿ, èñêîìîå âðåìÿ ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

S :

(
S

20
− S

24

)
= S :

S

120
= 120 .

Çàäà÷à 4/3. Äâà ìàðàôîíöà áåãàþò ìåæäó ïîñ¼ëêàìè À è Á. Îíè ñòàðòóþò
îäíîâðåìåííî. Ïåðâûé íà÷èíàåò èç ïîñ¼ëêà À è áåæèò â ïîñ¼ëîê Á, âòîðîé
íà÷èíàåò èç Á è áåæèò â À. Êàæäûé ðàç, êîãäà ìàðàôîíåö äîáåãàåò äî ïîñ¼ëêà,
îí ñðàçó æå ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è áåæèò îáðàòíî. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé ìàðàôîíåö
ïðîáåãàåò ðàññòîÿíèå îò À äî Á çà 20 ìèíóò, à âòîðîé � çà 25 ìèíóò. ×åðåç
ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå ñòàðòà îäèí èç ìàðàôîíöåâ âïåðâûå ïîðàâíÿåòñÿ ñ äðóãèì,
äîãíàâ åãî (âîçìîæíî, â îäíîì èç ïîñ¼ëêîâ)?

Îòâåò: 100.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñ¼ëêàìè ðàâíî S. Òîãäà ñêîðîñòè ìàðà-
ôîíöåâ ðàâíû S

20 è S
25 ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàðàôîíåö, èìåþùèé ñêîðîñòü S
20 , áûñòðåå, ïîýòîìó èìåííî îí äîãîíèò äðó-

ãîãî. Ê òîìó ìîìåíòó îí ïðîáåæèò ðàññòîÿíèå íà S áîëüøåå, ÷åì ïðîáåæèò
äðóãîé ìàðàôîíåö. Ïðè ýòîì èõ ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ðàâíà S

20 −
S
25 .

Ïîëó÷àåòñÿ, èñêîìîå âðåìÿ ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

S :

(
S

20
− S

25

)
= S :

S

100
= 100 .

Çàäà÷à 5/1. Îäíàæäû Àíäðåé, Áîðÿ è Âàñÿ ãóëÿëè ñî ñâîåé ìàìîé è óâèäåëè
àâòîìàò ïî ïðîäàæå æåâàòåëüíûõ ðåçèíîê, â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ ðåçèíêè òð¼õ
öâåòîâ: êðàñíîãî, æåëòîãî è çåëåíîãî. Ëþáàÿ ðåçèíêà ñòîèò 10 ðóáëåé. Ðåáÿòà
ïîïðîñèëè ìàìó, ÷òîáû îíà êàæäîìó èç íèõ êóïèëà ïî ðåçèíêå, è ÷òîáû îíè
áûëè îäíîãî öâåòà. Ìàìà îïóñêàëà ìîíåòû â àâòîìàò, ïîêà íå ñìîãëà èñïîëíèòü
æåëàíèå äåòåé. Çàòåì åù¼ òðè äíÿ ïîäðÿä ìàìà èñïîëíÿëà òàêîå æå æåëàíèå
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ñâîèõ äåòåé. Êàêóþ ñóììó äåíåã íåîáõîäèìî áûëî èìåòü ìàìå, ÷òîáû ãàðàí-
òèðîâàííî èñïîëíÿòü æåëàíèå äåòåé ÷åòûðå äíÿ ïîäðÿä? Íåâûäàííûå äåòÿì
æåâàòåëüíûå ðåçèíêè îñòàâàëèñü ó ìàìû äî ñëåäóþùèõ ïîêóïîê.

Îòâåò: 160.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèé äåíü ó ìàìû îñòàíåòñÿ íå áîëåå 4 æâà÷åê
(íå áîëåå ÷åì ïî äâå øòóêè íå áîëåå ÷åì äâóõ âèäîâ æâà÷åê). Çà ïðîøåäøèå
÷åòûðå äíÿ îíà ðàçäàñò ðîâíî 12 æâà÷åê. Èòîãî, îíà ïîòðàòèò íå áîëåå 160
ðóáëåé.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òîãî, êàê ìàìà ïîòðàòèò ðîâíî 160 ðóáëåé. Â ïåðâûå òðè äíÿ
îíà âûòàñêèâàåò ïî òðè æâà÷êè êðàñíîãî öâåòà, à â ïîñëåäíèé äåíü îíà ñíà÷àëà
âûòÿãèâàåò äâå êðàñíûå, çàòåì äâå æ¼ëòûå è â êîíöå òðè çåë¼íûå.

Çàäà÷à 5/2. Îäíàæäû Àíäðåé, Áîðÿ è Âàñÿ ãóëÿëè ñî ñâîåé ìàìîé è óâèäåëè
àâòîìàò ïî ïðîäàæå æåâàòåëüíûõ ðåçèíîê, â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ ðåçèíêè òð¼õ
öâåòîâ: êðàñíîãî, æåëòîãî è çåëåíîãî. Ëþáàÿ ðåçèíêà ñòîèò 10 ðóáëåé. Ðåáÿòà
ïîïðîñèëè ìàìó, ÷òîáû îíà êàæäîìó èç íèõ êóïèëà ïî ðåçèíêå, è ÷òîáû îíè
áûëè îäíîãî öâåòà. Ìàìà îïóñêàëà ìîíåòû â àâòîìàò, ïîêà íå ñìîãëà èñïîë-
íèòü æåëàíèå äåòåé. Çàòåì åù¼ ÷åòûðå äíÿ ïîäðÿä ìàìà èñïîëíÿëà òàêîå æå
æåëàíèå ñâîèõ äåòåé. Êàêóþ ñóììó äåíåã íåîáõîäèìî áûëî èìåòü ìàìå, ÷òî-
áû ãàðàíòèðîâàííî èñïîëíÿòü æåëàíèå äåòåé ïÿòü äíåé ïîäðÿä? Íåâûäàííûå
äåòÿì æåâàòåëüíûå ðåçèíêè îñòàâàëèñü ó ìàìû äî ñëåäóþùèõ ïîêóïîê.

Îòâåò: 190.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèé äåíü ó ìàìû îñòàíåòñÿ íå áîëåå 4 æâà÷åê
(íå áîëåå ÷åì ïî äâå øòóêè íå áîëåå ÷åì äâóõ âèäîâ æâà÷åê). Çà ïðîøåäøèå ïÿòü
äíåé îíà ðàçäàñò ðîâíî 15 æâà÷åê. Èòîãî, îíà ïîòðàòèò íå áîëåå 190 ðóáëåé.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òîãî, êàê ìàìà ïîòðàòèò ðîâíî 190 ðóáëåé. Â ïåðâûå ÷åòûðå
äíÿ îíà âûòàñêèâàåò ïî òðè æâà÷êè êðàñíîãî öâåòà, à â ïîñëåäíèé äåíü îíà
ñíà÷àëà âûòÿãèâàåò äâå êðàñíûå, çàòåì äâå æ¼ëòûå è â êîíöå òðè çåë¼íûå.

Çàäà÷à 5/3. Îäíàæäû Àíäðåé, Áîðÿ è Âàñÿ ãóëÿëè ñî ñâîåé ìàìîé è óâèäåëè
àâòîìàò ïî ïðîäàæå æåâàòåëüíûõ ðåçèíîê, â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ ðåçèíêè òð¼õ
öâåòîâ: êðàñíîãî, æåëòîãî è çåëåíîãî. Ëþáàÿ ðåçèíêà ñòîèò 10 ðóáëåé. Ðåáÿòà
ïîïðîñèëè ìàìó, ÷òîáû îíà êàæäîìó èç íèõ êóïèëà ïî ðåçèíêå, è ÷òîáû îíè
áûëè îäíîãî öâåòà. Ìàìà îïóñêàëà ìîíåòû â àâòîìàò, ïîêà íå ñìîãëà èñïîëíèòü
æåëàíèå äåòåé. Çàòåì åù¼ ïÿòü äíåé ïîäðÿä ìàìà èñïîëíÿëà òàêîå æå æåëàíèå
ñâîèõ äåòåé. Êàêóþ ñóììó äåíåã íåîáõîäèìî áûëî èìåòü ìàìå, ÷òîáû ãàðàí-
òèðîâàííî èñïîëíÿòü æåëàíèå äåòåé øåñòü äíåé ïîäðÿä? Íåâûäàííûå äåòÿì
æåâàòåëüíûå ðåçèíêè îñòàâàëèñü ó ìàìû äî ñëåäóþùèõ ïîêóïîê.

Îòâåò: 220.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèé äåíü ó ìàìû îñòàíåòñÿ íå áîëåå 4 æâà÷åê
(íå áîëåå ÷åì ïî äâå øòóêè íå áîëåå ÷åì äâóõ âèäîâ æâà÷åê). Çà ïðîøåäøèå
øåñòü äíåé îíà ðàçäàñò ðîâíî 18 æâà÷åê. Èòîãî, îíà ïîòðàòèò íå áîëåå 220
ðóáëåé.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òîãî, êàê ìàìà ïîòðàòèò ðîâíî 220 ðóáëåé. Â ïåðâûå ïÿòü
äíåé îíà âûòàñêèâàåò ïî òðè æâà÷êè êðàñíîãî öâåòà, à â ïîñëåäíèé äåíü îíà
ñíà÷àëà âûòÿãèâàåò äâå êðàñíûå, çàòåì äâå æ¼ëòûå è â êîíöå òðè çåë¼íûå.

Çàäà÷à 6/1. Ó Ë¼øè åñòü ñòî êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû ÷èñëà 100, 101,
102, . . . , 199. Â ïåðâûé äåíü îí âûëîæèë èõ â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. À
âî âòîðîé äåíü îí ïåðåëîæèë èõ òàê, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ
ðîâíî îäíîé öèôðîé, è èõ ðàçíîñòü ðàâíà ëèáî 1, ëèáî 10. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê ìîãëî îñòàòüñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ?

Îòâåò: 50.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð, â êîòîðîì 51 êàðòî÷åê îñòàëîñü íà ñâîèõ
ìåñòàõ. Æèðíûì âûäåëåíû êàðòî÷êè, îñòàâøèåñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.

100,101, . . . ,109, 119, 118, . . . , 110,120,121, . . . ,129, 139, 138, . . .

. . . , 170,180,181, . . . ,189, 199, 198, . . . , 190

(äåñÿòêè ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ íà 10, 12, 14, 16, 18, îñòàëèñü íà ìåñòå, à îñòàëü-
íûå äåñÿòêè ¾ïåðåâåðíóëèñü¿).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 50 êàðòî÷åê íå ìîãëî îñòàòüñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ÷¼òíîñòü ñóìì öèôð íà êàðòî÷êàõ ÷åðåäóåòñÿ,
òî åñòü îíà ëèáî ñîâïàäàåò ó âñåõ êàðòî÷åê ñ ÷¼òíîñòüþ íîìåðîâ èõ ìåñò, ëèáî
íåò. Â ïåðâîíà÷àëüíîé æå ðàññòàíîâêå ÷¼òíîñòü ñóìì öèôð ñîâïàäàëà ñ ÷¼ò-
íîñòüþ íîìåðîâ èõ ìåñò ðîâíî â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû
ïîëîâèíà êàðòî÷åê èçìåíèëè ñâîè ìåñòà.

Çàäà÷à 6/2. Ó Ë¼øè åñòü âîñåìüäåñÿò êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû ÷èñëà
200, 201, 202, . . . , 279. Â ïåðâûé äåíü îí âûëîæèë èõ â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñ-
òàíèÿ. À âî âòîðîé äåíü îí ïåðåëîæèë èõ òàê, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà
îòëè÷àþòñÿ ðîâíî îäíîé öèôðîé, è èõ ðàçíîñòü ðàâíà ëèáî 1, ëèáî 10. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê ìîãëî îñòàòüñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ?

Îòâåò: 40.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð, â êîòîðîì 40 êàðòî÷åê îñòàëîñü íà ñâîèõ
ìåñòàõ. Æèðíûì âûäåëåíû êàðòî÷êè, îñòàâøèåñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.

200,201, . . . ,209, 219, 218, . . . , 210,220,221, . . . ,229, 239, 238, . . .

. . . , 250,260,261, . . . ,269, 279, 278, . . . , 270
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(äåñÿòêè ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ íà 20, 22, 24, 26, îñòàëèñü íà ìåñòå, à îñòàëüíûå
äåñÿòêè ¾ïåðåâåðíóëèñü¿).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 40 êàðòî÷åê íå ìîãëî îñòàòüñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ÷¼òíîñòü ñóìì öèôð íà êàðòî÷êàõ ÷åðåäóåòñÿ,
òî åñòü îíà ëèáî ñîâïàäàåò ó âñåõ êàðòî÷åê ñ ÷¼òíîñòüþ íîìåðîâ èõ ìåñò, ëèáî
íåò. Â ïåðâîíà÷àëüíîé æå ðàññòàíîâêå ÷¼òíîñòü ñóìì öèôð ñîâïàäàëà ñ ÷¼ò-
íîñòüþ íîìåðîâ èõ ìåñò ðîâíî â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû
ïîëîâèíà êàðòî÷åê èçìåíèëè ñâîè ìåñòà.

10



8-9 êëàññû

Çàäà÷à 1/1. Êâàäðàòíûé îñòðîâ ðàçìåðàìè 80×80 ìåòðîâ ðàçäåë¼í íà 16 ó÷àñò-
êîâ çåìëè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåðû ëèáî 20×20 ìåòðîâ, ëèáî 10×40
ìåòðîâ. Âñå ó÷àñòêè ðàçäåëåíû çàáîðàìè ñóììàðíîé äëèíû 540 ìåòðîâ. Íà áå-
ðåãàõ îñòðîâà çàáîðîâ íåò. Ñêîëüêî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 10 × 40 ìåòðîâ
åñòü íà îñòðîâå?

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 10×40 ìåòðîâ. Òîãäà
êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 20× 20 ìåòðîâ ðàâíî 16− x.

Ñóììàðíûé ïåðèìåòð âñåõ ó÷àñòêîâ çåìëè ðàâåí óäâîåííîé äëèíå âñåõ çàáîðîâ
ïëþñ ïåðèìåòð îñòðîâà. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

100x+ 80(16− x) = 2 · 540 + 320 ;

20x+ 1280 = 1400 ;

x = 6 .

Çàäà÷à 1/2. Êâàäðàòíûé îñòðîâ ðàçìåðàìè 80×80 ìåòðîâ ðàçäåë¼í íà 16 ó÷àñò-
êîâ çåìëè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåðû ëèáî 20×20 ìåòðîâ, ëèáî 10×40
ìåòðîâ. Âñå ó÷àñòêè ðàçäåëåíû çàáîðàìè ñóììàðíîé äëèíû 520 ìåòðîâ. Íà áå-
ðåãàõ îñòðîâà çàáîðîâ íåò. Ñêîëüêî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 10 × 40 ìåòðîâ
åñòü íà îñòðîâå?

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 10×40 ìåòðîâ. Òîãäà
êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 20× 20 ìåòðîâ ðàâíî 16− x.

Ñóììàðíûé ïåðèìåòð âñåõ ó÷àñòêîâ çåìëè ðàâåí óäâîåííîé äëèíå âñåõ çàáîðîâ
ïëþñ ïåðèìåòð îñòðîâà. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

100x+ 80(16− x) = 2 · 520 + 320 ;

20x+ 1280 = 1360 ;

x = 4 .

Çàäà÷à 1/3. Êâàäðàòíûé îñòðîâ ðàçìåðàìè 80×80 ìåòðîâ ðàçäåë¼í íà 16 ó÷àñò-
êîâ çåìëè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåðû ëèáî 20×20 ìåòðîâ, ëèáî 10×40
ìåòðîâ. Âñå ó÷àñòêè ðàçäåëåíû çàáîðàìè ñóììàðíîé äëèíû 560 ìåòðîâ. Íà áå-
ðåãàõ îñòðîâà çàáîðîâ íåò. Ñêîëüêî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 10 × 40 ìåòðîâ
åñòü íà îñòðîâå?

Îòâåò: 8.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 10×40 ìåòðîâ. Òîãäà
êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ çåìëè ðàçìåðîì 20× 20 ìåòðîâ ðàâíî 16− x.

Ñóììàðíûé ïåðèìåòð âñåõ ó÷àñòêîâ çåìëè ðàâåí óäâîåííîé äëèíå âñåõ çàáîðîâ
ïëþñ ïåðèìåòð îñòðîâà. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

100x+ 80(16− x) = 2 · 560 + 320 ;

20x+ 1280 = 1440 ;

x = 8 .

Çàäà÷à 2/1. Þðà âûïèñàë â ðÿä âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000000. Çàòåì
âû÷åðêíóë âñå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ ëèáî íà 3, ëèáî íà 7. Êàêîå ÷èñëî áóäåò
äâóõòûñÿ÷íûì ïî âåëè÷èíå ñðåäè íåâû÷åðêíóòûõ ÷èñåë?

Îòâåò: 3499.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì âñå ÷èñëà îò 1 äî 21 è ïîä÷åðêí¼ì âñå ÷èñëà, íå êðàòíûå 3
èëè 7.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 21 íå áóäóò âû÷åðêíóòû 12 ÷èñåë,
ñðåäè ÷èñåë îò 22 äî 42 íå áóäóò âû÷åðêíóòû 12 ÷èñåë, ñðåäè ÷èñåë îò 43 äî 63
íå áóäóò âû÷åðêíóòû 12 ÷èñåë, . . . (êàæäûé èç ïðîìåæóòêîâ çàêàí÷èâàåòñÿ
÷èñëîì, êðàòíûì 21).

×èñëî 1992 � áëèæàéøåå ê 2000, êðàòíîå 12. Ïîýòîìó åñëè ñðåäè ÷èñåë îò 1
äî (1992 : 12) · 21 = 3486 âû÷åðêíóòü âñå êðàòíûå 3 èëè 7, òî îñòàíåòñÿ 1992
÷èñëà. Îñòàëîñü 8 ÷èñåë äî 2000.

Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 21 âîñüìûì ïîä÷¼ðêíóòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 13. Ïîýòîìó
îòâåò â çàäà÷å: 3486 + 13 = 3499.

Çàäà÷à 2/2. Þðà âûïèñàë â ðÿä âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000000. Çàòåì
âû÷åðêíóë âñå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ ëèáî íà 5, ëèáî íà 7. Êàêîå ÷èñëî áóäåò
äâóõòûñÿ÷íûì ïî âåëè÷èíå ñðåäè íåâû÷åðêíóòûõ ÷èñåë?

Îòâåò: 2916.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì âñå ÷èñëà îò 1 äî 35 è ïîä÷åðêí¼ì âñå ÷èñëà, íå êðàòíûå 5
èëè 7.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 35 íå áóäóò âû÷åðêíóòû 24 ÷èñëà,
ñðåäè ÷èñåë îò 36 äî 70 íå áóäóò âû÷åðêíóòû 24 ÷èñëà, ñðåäè ÷èñåë îò 71 äî 105
íå áóäóò âû÷åðêíóòû 24 ÷èñëà, . . . (êàæäûé èç ïðîìåæóòêîâ çàêàí÷èâàåòñÿ
÷èñëîì, êðàòíûì 35).
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×èñëî 1992 � áëèæàéøåå ê 2000, êðàòíîå 24. Ïîýòîìó åñëè ñðåäè ÷èñåë îò 1
äî (1992 : 24) · 35 = 2905 âû÷åðêíóòü âñå êðàòíûå 5 èëè 7, òî îñòàíåòñÿ 1992
÷èñëà. Îñòàëîñü 8 ÷èñåë äî 2000.

Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 35 âîñüìûì ïîä÷¼ðêíóòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 11. Ïîýòîìó
îòâåò â çàäà÷å: 2905 + 11 = 2916.

Çàäà÷à 2/3. Þðà âûïèñàë â ðÿä âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000000. Çàòåì
âû÷åðêíóë âñå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ ëèáî íà 3, ëèáî íà 8. Êàêîå ÷èñëî áóäåò
äâóõòûñÿ÷íûì ïî âåëè÷èíå ñðåäè íåâû÷åðêíóòûõ ÷èñåë?

Îòâåò: 3428.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì âñå ÷èñëà îò 1 äî 24 è ïîä÷åðêí¼ì âñå ÷èñëà, íå êðàòíûå 3
èëè 8.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 24 íå áóäóò âû÷åðêíóòû 14 ÷èñåë,
ñðåäè ÷èñåë îò 25 äî 48 íå áóäóò âû÷åðêíóòû 14 ÷èñåë, ñðåäè ÷èñåë îò 49 äî 72
íå áóäóò âû÷åðêíóòû 14 ÷èñåë, . . . (êàæäûé èç ïðîìåæóòêîâ çàêàí÷èâàåòñÿ
÷èñëîì, êðàòíûì 24).

×èñëî 1988 � áëèæàéøåå ê 2000, êðàòíîå 14. Ïîýòîìó åñëè ñðåäè ÷èñåë îò 1
äî (1988 : 14) · 24 = 3408 âû÷åðêíóòü âñå êðàòíûå 3 èëè 8, òî îñòàíåòñÿ 1988
÷èñëà. Îñòàëîñü 12 ÷èñåë äî 2000.

Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 24 äâåíàäöàòûì ïîä÷¼ðêíóòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 20. Ïîýòî-
ìó îòâåò â çàäà÷å: 3408 + 20 = 3428.

Çàäà÷à 3. Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå÷¼òíîñòåïåííûì, åñëè âñå
åãî ïðîñòûå äåëèòåëè âõîäÿò â åãî ðàçëîæåíèå â íå÷¼òíîé ñòåïåíè. Êàêîå íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî íå÷¼òíîñòåïåííûõ ÷èñåë ìîæåò èäòè ïîäðÿä?

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ëþáûõ âîñüìè ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ ÷èñëî, êðàòíîå 4, íî íå êðàòíîå 8. Òîãäà äâîéêà áóäåò
âõîäèòü â åãî ðàçëîæåíèå âî âòîðîé ñòåïåíè.

Ïðèìåð ñåìè íå÷¼òíîñòåïåííûõ ÷èñåë: 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43.

Çàäà÷à 4/1. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D. Èçâåñòíî,
÷òî ∠BAC = 30◦, ∠DBC = 75◦, ∠BCA = 45◦. Íàéäèòå CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
BA+AD = 14.

Îòâåò: 7.
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75∘

45∘60∘

30∘

30∘

𝐴

𝐵

𝐶𝐷 𝐻

Ðèñ. 1: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/1

Ðåøåíèå. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóåò, ÷òî ∠ABD = 30◦. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AD = BD.

Ïðîâåä¼ì âûñîòó BH â òðåóãîëüíèêå ABC (ðèñ. 1). Òðåóãîëüíèê BHC � ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó CH = BH. ÒðåóãîëüíèêèABH èBDH �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ óãëîì 30◦, ïîýòîìó â íèõ êàòåòû íàïðîòèâ óãëà 30◦ â äâà ðàçà
ìåíüøå ãèïîòåíóçû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 2BH = AB, 2HD = BD.

Òîãäà

CD = CH +HD = BH +HD =
AB

2
+

BD

2
=

AB +AD

2
= 7 .

Çàäà÷à 4/2. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D. Èçâåñòíî,
÷òî ∠BAC = 30◦, ∠DBC = 75◦, ∠BCA = 45◦. Íàéäèòå CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
BA+AD = 16.

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóåò, ÷òî ∠ABD = 30◦. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AD = BD.

75∘

45∘60∘

30∘

30∘

𝐴

𝐵

𝐶𝐷 𝐻

Ðèñ. 2: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/2

Ïðîâåä¼ì âûñîòó BH â òðåóãîëüíèêå ABC (ðèñ. 2). Òðåóãîëüíèê BHC � ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó CH = BH. ÒðåóãîëüíèêèABH èBDH �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ óãëîì 30◦, ïîýòîìó â íèõ êàòåòû íàïðîòèâ óãëà 30◦ â äâà ðàçà
ìåíüøå ãèïîòåíóçû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 2BH = AB, 2HD = BD.
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Òîãäà

CD = CH +HD = BH +HD =
AB

2
+

BD

2
=

AB +AD

2
= 8 .

Çàäà÷à 4/3. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D. Èçâåñòíî,
÷òî ∠BAC = 30◦, ∠DBC = 75◦, ∠BCA = 45◦. Íàéäèòå CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
BA+AD = 18.

Îòâåò: 9.

Ðåøåíèå. Èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóåò, ÷òî ∠ABD = 30◦. Ñëå-
äîâàòåëüíî, AD = BD.

75∘

45∘60∘

30∘

30∘

𝐴

𝐵

𝐶𝐷 𝐻

Ðèñ. 3: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/3

Ïðîâåä¼ì âûñîòó BH â òðåóãîëüíèêå ABC (ðèñ. 3). Òðåóãîëüíèê BHC � ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó CH = BH. ÒðåóãîëüíèêèABH èBDH �
ïðÿìîóãîëüíûå ñ óãëîì 30◦, ïîýòîìó â íèõ êàòåòû íàïðîòèâ óãëà 30◦ â äâà ðàçà
ìåíüøå ãèïîòåíóçû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 2BH = AB, 2HD = BD.

Òîãäà

CD = CH +HD = BH +HD =
AB

2
+

BD

2
=

AB +AD

2
= 9 .

Çàäà÷à 5/1. Â ðÿä ëåæàò 40 ôèøåê: 28 êðàñíûõ è 12 ñèíèõ. Ðàç â ìèíóòó ìîæ-
íî ìåíÿòü äâå ñîñåäíèå ôèøêè ìåñòàìè. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìîæíî
ãàðàíòèðîâàííî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âñå ñèíèå ôèøêè áûëè ðàñïîëîæåíû ïîä-
ðÿä? Îòâåò äàéòå â ìèíóòàõ.

Îòâåò: 168.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèíèå ôèøêè ñòîÿëè ïîäðÿä, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âñå êðàñíûå ôèøêè ñòîÿëè ñ êðà¼â (âîçìîæíî, âñå ñ îäíîãî êðàÿ).

Îöåíêà. Ïóñòü åñòü ñòðîêà ñ ïðîèçâîëüíîé ðàññòàíîâêîé ñèíèõ è êðàñíûõ ôè-
øåê. Áóäåì ïåðåìåùàòü êðàñíûå ôèøêè ê ïðàâîìó èëè ê ëåâîìó êðàþ òàê,
÷òîáû ïðàâåå èëè ëåâåå íèõ óæå íå áûëî ñèíèõ ôèøåê. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû-
áåðåì ñàìóþ ïðàâóþ è ñàìóþ ëåâóþ êðàñíóþ ôèøêó. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíà
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èç íèõ îêàçàëàñü ñ êðàþ, òðåáóåòñÿ íå áîëåå 6 ìèíóò, òàê êàê ëèáî ñëåâà îò ñà-
ìîé ëåâîé, ëèáî ñïðàâà îò ñàìîé ïðàâîé êðàñíîé ôèøêè ñòîèò íå áîëåå ÷åì 6
ñèíèõ ôèøåê.

Äàëåå âîçüì¼ì ñàìóþ ïðàâóþ è ñàìóþ ëåâóþ êðàñíóþ ôèøêó èç îñòàâøèõñÿ 27.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ óêàçàííîãî ïåðåìåùåíèÿ îïÿòü ïîòðå-
áóåòñÿ íå áîëåå 6 ìèíóò, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé
ðàññòàíîâêè ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå 28 · 6 = 168 ìèíóò.

Ïðèìåð. Ïðèâåä¼ì èçíà÷àëüíóþ ðàññòàíîâêó òàêóþ, ÷òî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà
õîäîâ íå õâàòèò. Ïóñòü â ðÿä ñòîÿò 6 ñèíèõ ôèøåê, çàòåì 28 êðàñíûõ, à çàòåì
åù¼ 6 ñèíèõ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ êàæäîé êðàñíîé ôèøêè ê êðàþ
ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî 6 ìèíóò.

Çàäà÷à 5/2. Â ðÿä ëåæàò 40 ôèøåê: 26 êðàñíûõ è 14 ñèíèõ. Ðàç â ìèíóòó ìîæ-
íî ìåíÿòü äâå ñîñåäíèå ôèøêè ìåñòàìè. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìîæíî
ãàðàíòèðîâàííî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âñå ñèíèå ôèøêè áûëè ðàñïîëîæåíû ïîä-
ðÿä? Îòâåò äàéòå â ìèíóòàõ.

Îòâåò: 182.

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèíèå ôèøêè ñòîÿëè ïîäðÿä, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âñå êðàñíûå ôèøêè ñòîÿëè ñ êðà¼â (âîçìîæíî, âñå ñ îäíîãî êðàÿ).

Îöåíêà. Ïóñòü åñòü ñòðîêà ñ ïðîèçâîëüíîé ðàññòàíîâêîé ñèíèõ è êðàñíûõ ôè-
øåê. Áóäåì ïåðåìåùàòü êðàñíûå ôèøêè ê ïðàâîìó èëè ê ëåâîìó êðàþ òàê,
÷òîáû ïðàâåå èëè ëåâåå íèõ óæå íå áûëî ñèíèõ ôèøåê. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû-
áåðåì ñàìóþ ïðàâóþ è ñàìóþ ëåâóþ êðàñíóþ ôèøêó. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíà
èç íèõ îêàçàëàñü ñ êðàþ, òðåáóåòñÿ íå áîëåå 7 ìèíóò, òàê êàê ëèáî ñëåâà îò ñà-
ìîé ëåâîé, ëèáî ñïðàâà îò ñàìîé ïðàâîé êðàñíîé ôèøêè ñòîèò íå áîëåå, ÷åì 7
ñèíèõ ôèøåê.

Äàëåå âîçüì¼ì ñàìóþ ïðàâóþ è ñàìóþ ëåâóþ êðàñíóþ ôèøêó èç îñòàâøèõñÿ 25.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ óêàçàííîãî ïåðåìåùåíèÿ îïÿòü ïîòðå-
áóåòñÿ íå áîëåå 7 ìèíóò, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé
ðàññòàíîâêè ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå 26 · 7 = 182 ìèíóòû.

Ïðèìåð. Ïðèâåä¼ì èçíà÷àëüíóþ ðàññòàíîâêó òàêóþ, ÷òî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà
õîäîâ íå õâàòèò. Ïóñòü â ðÿä ñòîÿò 7 ñèíèõ ôèøåê, çàòåì 26 êðàñíûõ, à çàòåì
åù¼ 7 ñèíèõ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ êàæäîé êðàñíîé ôèøêè ê êðàþ
ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî 7 ìèíóò.

Çàäà÷à 5/3. Â ðÿä ëåæàò 40 ôèøåê: 24 êðàñíûõ è 16 ñèíèõ. Ðàç â ìèíóòó ìîæ-
íî ìåíÿòü äâå ñîñåäíèå ôèøêè ìåñòàìè. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ìîæíî
ãàðàíòèðîâàííî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âñå ñèíèå ôèøêè áûëè ðàñïîëîæåíû ïîä-
ðÿä? Îòâåò äàéòå â ìèíóòàõ.

Îòâåò: 192.
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Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèíèå ôèøêè ñòîÿëè ïîäðÿä, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âñå êðàñíûå ôèøêè ñòîÿëè ñ êðà¼â (âîçìîæíî, âñå ñ îäíîãî êðàÿ).

Îöåíêà. Ïóñòü åñòü ñòðîêà ñ ïðîèçâîëüíîé ðàññòàíîâêîé ñèíèõ è êðàñíûõ ôè-
øåê. Áóäåì ïåðåìåùàòü êðàñíûå ôèøêè ê ïðàâîìó èëè ê ëåâîìó êðàþ òàê,
÷òîáû ïðàâåå èëè ëåâåå íèõ óæå íå áûëî ñèíèõ ôèøåê. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû-
áåðåì ñàìóþ ïðàâóþ è ñàìóþ ëåâóþ êðàñíóþ ôèøêó. Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíà
èç íèõ îêàçàëàñü ñ êðàþ, òðåáóåòñÿ íå áîëåå 8 ìèíóò, òàê êàê ëèáî ñëåâà îò ñà-
ìîé ëåâîé, ëèáî ñïðàâà îò ñàìîé ïðàâîé êðàñíîé ôèøêè ñòîèò íå áîëåå, ÷åì 8
ñèíèõ ôèøåê.

Äàëåå, âîçüì¼ì ñàìóþ ïðàâóþ è ñàìóþ ëåâóþ êðàñíóþ ôèøêó èç îñòàâøèõñÿ
23. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ óêàçàííîãî ïåðåìåùåíèÿ îïÿòü
ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå 8 ìèíóò, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðå-
áóåìîé ðàññòàíîâêè ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå 24 · 8 = 192 ìèíóòû.

Ïðèìåð. Ïðèâåä¼ì èçíà÷àëüíóþ ðàññòàíîâêó òàêóþ, ÷òî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà
õîäîâ íå õâàòèò. Ïóñòü â ðÿä ñòîÿò 8 ñèíèõ ôèøåê, çàòåì 24 êðàñíûõ, à çàòåì
åù¼ 8 ñèíèõ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïåðåìåùåíèÿ êàæäîé êðàñíîé ôèøêè ê êðàþ
ïîòðåáóåòñÿ ðîâíî 8 ìèíóò.

Çàäà÷à 6/1. Ïîëèíà ïðåäñòàâèëà ÷èñëî 1234 â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå. Èç-
âåñòíî, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 3k, íî íå äåëèòñÿ íà 3k+1. Íàéäèòå
k.

Îòâåò: 410.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1234 ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû a1+a2+ . . .. Áåçóñëîâíî, åñëè
ñðåäè ñëàãàåìûõ ïðèñóòñòâóþò åäèíèöû, òî ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì (ëþáóþ åäèíèöó ìîæíî äîáàâèòü ê äðóãîìó ñëàãàåìîìó, è ïðîèçâåäå-
íèå óâåëè÷èòñÿ).

Åñëè êàêîå-íèáóäü ai > 4, òî çàìåíèì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ 2 è ai−2. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî 2(ai−2) > ai. Ñäåëàåì âñåâîçìîæíûå òàêèå çàìåíû, ïðè ýòîì îáùåå
ïðîèçâåäåíèå íå óìåíüøèòñÿ.

Íàøå ïðîèçâåäåíèå áóäåò èìåòü âèä 2n3k. Çàìåòèì, ÷òî 3 + 3 = 2 + 2 + 2, è
32 > 23. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðèñóòñòâóþò õîòÿ áû 3 äâîéêè, òî ïðè çàìåíå èõ
íà 2 òðîéêè ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, äâîåê íå áîëåå äâóõ, à âñå
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå � òðîéêè.

Òîãäà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàçáèåíèå:

1234 = 2 + 2 + 3 + 3 + . . .+ 3︸ ︷︷ ︸
410

.
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Çàäà÷à 6/2. Ïîëèíà ïðåäñòàâèëà ÷èñëî 2345 â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå. Èç-
âåñòíî, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 3k, íî íå äåëèòñÿ íà 3k+1. Íàéäèòå
k.

Îòâåò: 781.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 2345 ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû a1+a2+ . . .. Áåçóñëîâíî, åñëè
ñðåäè ñëàãàåìûõ ïðèñóòñòâóþò åäèíèöû, òî ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì (ëþáóþ åäèíèöó ìîæíî äîáàâèòü ê äðóãîìó ñëàãàåìîìó, è ïðîèçâåäå-
íèå óâåëè÷èòñÿ).

Åñëè êàêîå-íèáóäü ai > 4, òî çàìåíèì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ 2 è ai−2. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî 2(ai−2) > ai. Ñäåëàåì âñåâîçìîæíûå òàêèå çàìåíû, ïðè ýòîì îáùåå
ïðîèçâåäåíèå íå óìåíüøèòñÿ.

Íàøå ïðîèçâåäåíèå áóäåò èìåòü âèä 2n3k. Çàìåòèì, ÷òî 3 + 3 = 2 + 2 + 2, è
32 > 23. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðèñóòñòâóþò õîòÿ áû 3 äâîéêè, òî ïðè çàìåíå èõ
íà 2 òðîéêè ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, äâîåê íå áîëåå äâóõ, à âñå
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå � òðîéêè.

Òîãäà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàçáèåíèå:

2345 = 2 + 3 + 3 + . . .+ 3︸ ︷︷ ︸
781

.

Çàäà÷à 6/3. Ïîëèíà ïðåäñòàâèëà ÷èñëî 4567 â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå. Èç-
âåñòíî, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 3k, íî íå äåëèòñÿ íà 3k+1. Íàéäèòå
k.

Îòâåò: 1521.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 4567 ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû a1+a2+ . . .. Áåçóñëîâíî, åñëè
ñðåäè ñëàãàåìûõ ïðèñóòñòâóþò åäèíèöû, òî ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì (ëþáóþ åäèíèöó ìîæíî äîáàâèòü ê äðóãîìó ñëàãàåìîìó, è ïðîèçâåäå-
íèå óâåëè÷èòñÿ).

Åñëè êàêîå-íèáóäü ai > 4, òî çàìåíèì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ 2 è ai−2. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî 2(ai−2) > ai. Ñäåëàåì âñåâîçìîæíûå òàêèå çàìåíû, ïðè ýòîì îáùåå
ïðîèçâåäåíèå íå óìåíüøèòñÿ.

Íàøå ïðîèçâåäåíèå áóäåò èìåòü âèä 2n3k. Çàìåòèì, ÷òî 3 + 3 = 2 + 2 + 2, è
32 > 23. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðèñóòñòâóþò õîòÿ áû 3 äâîéêè, òî ïðè çàìåíå èõ
íà 2 òðîéêè ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, äâîåê íå áîëåå äâóõ, à âñå
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå � òðîéêè.
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Òîãäà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ðàçáèåíèå:

4567 = 2 + 2 + 3 + 3 + . . .+ 3︸ ︷︷ ︸
1521

.
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10-11 êëàññû

Çàäà÷à 1/1. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2 − 8b2 =
2ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 5b+a

5b−a?

Îòâåò: 9.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2 − 8b2 = 2ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2 − 8 =
2a
b . Òîãäà

a
b ðàâíî ëèáî 4, ëèáî −2, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 4b. Èìååì

5b+ a

5b− a
=

5b+ 4b

5b− 4b
= 9 .

Çàäà÷à 1/2. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2− 12b2 =
−ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 4b+a

4b−a?

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2−12b2 = −ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2−12 =
−a

b . Òîãäà
a
b ðàâíî ëèáî 3, ëèáî −4, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 3b. Èìååì

4b+ a

4b− a
=

4b+ 3b

4b− 3b
= 7 .

Çàäà÷à 1/3. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2− 10b2 =
3ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 6b+a

6b−a?

Îòâåò: 11.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2−10b2 = 3ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2 −10 =
3a
b . Òîãäà

a
b ðàâíî ëèáî 5, ëèáî −2, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 5b. Èìååì

6b+ a

6b− a
=

6b+ 5b

6b− 5b
= 11 .

Çàäà÷à 1/4. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b èçâåñòíî, ÷òî a > b è a2− 12b2 =
4ab. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 7b+a

7b−a?

Îòâåò: 13.

Ðåøåíèå. Ïîäåëèì óðàâíåíèå a2−12b2 = 4ab íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a2

b2 −12 =
4a
b . Òîãäà

a
b ðàâíî ëèáî 6, ëèáî −2, íî âòîðîé âàðèàíò íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê

a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 6b. Èìååì

7b+ a

7b− a
=

7b+ 6b

7b− 6b
= 13 .
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Çàäà÷à 2/1. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 26 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 30 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ÷èñëî ðàâíî 26 + 30 = 56. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå
æèâ¼ò 8 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 8 − x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (8− x)(7− x) = 26 ;

x2 − x+ 56− 15x+ x2 = 26 ;

x2 − 8x+ 15 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 3, ëèáî x = 5. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.

Çàäà÷à 2/2. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 42 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 48 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ÷èñëî ðàâíî 42 + 48 = 90. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå
æèâ¼ò 10 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 10− x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (10− x)(9− x) = 42 ;

x2 − x+ 90− 19x+ x2 = 42 ;

x2 − 10x+ 24 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 4, ëèáî x = 6. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.
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Çàäà÷à 2/3. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 44 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 28 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ðàâíî 44 + 28 = 72. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå æèâ¼ò
9 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 9 − x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (9− x)(8− x) = 44 ;

x2 − x+ 72− 17x+ x2 = 44 ;

x2 − 9x+ 14 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 2, ëèáî x = 7. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.

Çàäà÷à 2/4. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè è ëæåöû. Ðûöàðè âñåãäà
ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû êàæäûé æèòåëü îñòðîâà îò-
ïðàâèë ïèñüìî êàæäîìó äðóãîìó. Îêàçàëîñü, ÷òî â 58 ïèñüìàõ íàïèñàíà ôðàçà
¾Òû ðûöàðü!¿, à â 32 îñòàâøèõñÿ � ¾Òû ëæåö!¿. Ñêîëüêî ðûöàðåé ìîãëî æèòü
íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ? Äàéòå íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îòâåò.

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Åñëè íà îñòðîâå æèâ¼ò n ÷åëîâåê, òî âñåãî áûëî îòïðàâëåíî n(n− 1)
ïèñåì, à ïî óñëîâèþ ýòî ðàâíî 58 + 32 = 90. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñòðîâå æèâ¼ò
10 ÷åëîâåê.

Ïóñòü x � êîëè÷åñòâî ðûöàðåé, æèâóùèõ íà îñòðîâå, òîãäà ëæåöîâ òàì 10− x.
Ôðàçà ¾Òû ðûöàðü!¿ ìîãëà áûòü íàïèñàíà òîëüêî â ïèñüìàõ îò ðûöàðÿ ê ðû-
öàðþ èëè îò ëæåöà ê ëæåöó. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x(x− 1) + (10− x)(9− x) = 58 ;

x2 − x+ 90− 19x+ x2 = 58 ;

x2 − 10x+ 16 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî x = 2, ëèáî x = 8. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáà ñëó÷àÿ
íàì ïîäõîäÿò.
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Çàäà÷à 3/1. Â ðÿä âûïèñàíî 10 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà îäèí. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
åäèíèöà?

Îòâåò: 21.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà åäè-
íèöû è äâîéêè ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàâíà 15. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 10,
òî åñòü îíà ðàâíà 55.

Âñå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû: ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå, . . .
Â êàæäîé ïàðå ñóììà ÷èñåë íå÷¼òíà, òîãäà îáùàÿ ñóììà ÷èñåë òîæå íå÷¼òíà.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ íå÷¼òíóþ ñóììó â äèàïàçîíå îò 15 äî 55.
Çàïóñòèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

• Â íà÷àëå âûïèñàíà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 2, 1, 2, . . . , 1,
2.

• Åñëè ÷èñëà íå ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå ñòîÿùåå
â íà÷àëå ðÿäà, ÷üè ñîñåäè (èëè ñîñåä, åñëè ýòî ïîñëåäíåå ÷èñëî) áîëüøå
íåãî. Òîãäà óâåëè÷èì ýòî ÷èñëî íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà áóäóò âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3,
4, . . . , 9, 10, ïðè ýòîì ñóììà ïðîáåæèò âñå íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îò 15 äî 55, à èõ
ðîâíî 21.

Çàäà÷à 3/2. Â ðÿä âûïèñàíî 12 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà îäèí. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
åäèíèöà?

Îòâåò: 31.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà åäè-
íèöû è äâîéêè ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàâíà 18. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 12,
òî åñòü îíà ðàâíà 78.

Âñå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû: ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå, . . .
Â êàæäîé ïàðå ñóììà ÷èñåë íå÷¼òíà, òîãäà îáùàÿ ñóììà ÷èñåë ÷¼òíà.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ÷¼òíóþ ñóììó â äèàïàçîíå îò 18 äî 78.
Çàïóñòèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

• Â íà÷àëå âûïèñàíà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 2, 1, 2, . . . , 1,
2.
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• Åñëè ÷èñëà íå ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå ñòîÿùåå
â íà÷àëå ðÿäà, ÷üè ñîñåäè (èëè ñîñåä, åñëè ýòî ïîñëåäíåå ÷èñëî) áîëüøå
íåãî. Òîãäà óâåëè÷èì ýòî ÷èñëî íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà áóäóò âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 4,
. . . , 11, 12, ïðè ýòîì ñóììà ïðîáåæèò âñå íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îò 18 äî 78, à èõ
ðîâíî 31.

Çàäà÷à 3/3. Â ðÿä âûïèñàíî 14 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà îäèí. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìî-
æåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû îäíà
åäèíèöà?

Îòâåò: 43.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ñóììà äîñòèãàåòñÿ ðîâíî òîãäà, êîãäà åäè-
íèöû è äâîéêè ÷åðåäóþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñóììà ðàâíà 21. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñóììà áóäåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 14,
òî åñòü îíà ðàâíà 105.

Âñå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû: ïåðâîå è âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå, . . .
Â êàæäîé ïàðå ñóììà ÷èñåë íå÷¼òíà, òîãäà îáùàÿ ñóììà ÷èñåë òîæå íå÷¼òíà.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ íå÷¼òíóþ ñóììó â äèàïàçîíå îò 21 äî 105.
Çàïóñòèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ:

• Â íà÷àëå âûïèñàíà ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 2, 1, 2, . . . , 1,
2.

• Åñëè ÷èñëà íå ñòîÿò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå ñòîÿùåå
â íà÷àëå ðÿäà, ÷üè ñîñåäè (èëè ñîñåä, åñëè ýòî ïîñëåäíåå ÷èñëî) áîëüøå
íåãî. Òîãäà óâåëè÷èì ýòî ÷èñëî íà 2.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì çàêîí÷èò ðàáîòó, êîãäà áóäóò âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, 4,
. . . , 13, 14, ïðè ýòîì ñóììà ïðîáåæèò âñå íå÷¼òíûå çíà÷åíèÿ îò 21 äî 105, à èõ
ðîâíî 43.

Çàäà÷à 4/1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 2 è CM : MH = 1 : 5. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,8.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 4).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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𝐴

𝐵

𝐶

𝐻

𝐾

𝑀𝑂

𝑥

𝑘𝑥

𝑛𝑦

𝑦

Ðèñ. 4: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/1

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 2, n = HM

MC = 5, òîãäà AO
OH = 0,8.

Çàäà÷à 4/2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 4 è CM : MH = 1 : 5. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,5.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 5).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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Ðèñ. 5: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/2

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 4, n = HM

MC = 5, òîãäà AO
OH = 0,5.

Çàäà÷à 4/3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 2 è CM : MH = 1 : 10. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,65.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 6).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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Ðèñ. 6: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/3

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 2, n = HM

MC = 10, òîãäà AO
OH = 0,65.

Çàäà÷à 4/4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäå-
íà âûñîòà AH. Íà îòðåçêå BH îòìå÷åíà òî÷êà K, à íà îòðåçêå CH � òî÷êà M
òàê, ÷òî BK : KH = 1 : 4 è CM : MH = 1 : 10. Òî÷êà O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
âûñîò òðåóãîëüíèêà AKM . Íàéäèòå AO : OH.

Îòâåò: 0,375.

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü KH
KB = k, HM

MC = n, BK = x,
CM = y (ðèñ. 7).

Âûñîòà AH ê ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

√
BH · CH =

√
xy(k + 1)(n+ 1) .
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Ðèñ. 7: ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4/4

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KOH è AMH ïîäîáíû, òîãäà

OH

KH
=

HM

AH
;

OH

kx
=

ny√
xy(k + 1)(n+ 1)

;

OH =
knxy√

xy(k + 1)(n+ 1)
;

AO

OH
=

AH −OH

OH
=

√
xy(k + 1)(n+ 1)−

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

knxy√
xy(k + 1)(n+ 1)

=

=
xy(k + 1)(n+ 1)− knxy

knxy
=

n+ k + 1

kn
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è k = KH
KB = 4, n = HM

MC = 10, òîãäà AO
OH = 0,375.

Çàäà÷à 5/1. ×åðåç òî÷êó (3; 9) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −9.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
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kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

3
+

1

b
è

1

c
=

1

3
+

1

d
.

Ïðåîáðàçóåì:

1

3
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

3b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 3b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
3d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −9.

Çàäà÷à 5/2. ×åðåç òî÷êó (4; 16) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −16.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

4
+

1

b
è

1

c
=

1

4
+

1

d
.
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Ïðåîáðàçóåì:

1

4
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

4b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 4b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
4d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −16.

Çàäà÷à 5/3. ×åðåç òî÷êó (5; 25) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −25.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

5
+

1

b
è

1

c
=

1

5
+

1

d
.

Ïðåîáðàçóåì:

1

5
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

5b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 5b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
5d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −25.
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Çàäà÷à 5/4. ×åðåç òî÷êó (6; 36) ãðàôèêà ôóíêöèè y = x2 ïðîõîäÿò äâå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå: `1 è `2. Ïðÿìàÿ `1 ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (a; 0)
è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (b; b2). Ïðÿìàÿ `2 ïåðåñåêàåò
îñü Ox â òî÷êå (c; 0) è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êå (d; d2).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ac

bd?

Îòâåò: −36.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx+ t ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â òî÷êàõ
ñ àáñöèññàìè x1 è x2, à îñü àáñöèññ ïåðåñåêàåò â òî÷êå (x3, 0), òî

1
x3

= 1
x1

+ 1
x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = kx+ t.
Ïî òåîðåìå Âèåòà x1 + x2 = k, x1x2 = −t. Ïðè ýòîì x3 � êîðåíü óðàâåíèÿ
kx+ t = 0. Ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

1

x3
=

1

−t/k
= −k

t
=

x1 + x2

x1x2
=

1

x1
+

1

x2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ëåììó äëÿ ïðÿìûõ `1 è `2. Ïîëó÷àåì

1

a
=

1

6
+

1

b
è

1

c
=

1

6
+

1

d
.

Ïðåîáðàçóåì:

1

6
=

1

a
− 1

b
=

b− a

ab
;

6b

a
=

b2

b− a
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî b2

b−a � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé `1, è îí ðàâåí 6b
a .

Àíàëîãè÷íî, óãëîâîé êîýôôèöèåíò `2 ðàâåí
6d
c . À òàê êàê ýòè ïðÿìûå ïåðïåí-

äèêóëÿðíû, òî ïðîèçâåäåíèå èõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî −1. Ïîëó÷àåòñÿ,
ac
bd = −36.

Çàäà÷à 6/1. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäú-
åçäå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â äåñÿòîì � 10. Âñåãî â äîìå 55 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?

Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.
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Îòâåò: 1024.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 6/2. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäú-
åçäå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â äåâÿòîì � 9. Âñåãî â äîìå 45 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?

Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
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ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.

Îòâåò: 512.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 6/3. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäúåç-
äå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â îäèííàäöàòîì � 11. Âñåãî â äîìå 66 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?
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Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.

Îòâåò: 2048.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.

Çàäà÷à 6/4. Â òðåóãîëüíîì äîìå â ïåðâîì ïîäúåçäå 1 ýòàæ, âî âòîðîì ïîäúåç-
äå � 2 ýòàæà, â òðåòüåì � 3, . . . , â äâåíàäöàòîì � 12. Âñåãî â äîìå 78 êâàðòèð �
íà êàæäîì ýòàæå â êàæäîì ïîäúåçäå íàõîäèòñÿ ðîâíî îäíà êâàðòèðà. Èçâåñòíî,
÷òî åñëè â êâàðòèðå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, òî â êâàðòèðå íà ýòàæ âûøå â òîì æå
ïîäúåçäå òîæå êòî-íèáóäü æèâ¼ò, è êâàðòèðà íà òîì æå ýòàæå, íî â ñëåäóþùåì
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ïî íîìåðó ïîäúåçäå òîæå çàñåëåíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ñïîñîáîâ çàñåëèòü
êâàðòèðû?

Ïðèìåð çàñåëåíèÿ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, çàñåë¼ííûå êâàðòèðû îòìå÷åíû ñå-
ðûì. Ïðè ïîäñ÷¼òå ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ êàæäàÿ êâàðòèðà ñ÷èòàåòñÿ ëèáî çàñå-
ë¼ííîé, ëèáî íåò; êòî èìåííî â íåé æèâ¼ò, íåâàæíî. Ñëó÷àé, êîãäà âñå êâàðòèðû
îñòàëèñü ïóñòûìè, âêëþ÷àåòñÿ â ïîäñ÷¼ò.

Îòâåò: 4096.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäúåçäîâ n, òî ñïîñîáîâ çàñåëåíèÿ 2n;
áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî n. Áàçà n = 0 î÷åâèäíà.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ äîìà èç n−1 ïîäúåçäà; äîêàæåì åãî äëÿ äîìà
èç n ïîäúåçäîâ. Ðàññìîòðèì êâàðòèðó íà ïåðâîì ýòàæå ïîñëåäíåãî ïîäúåçäà.
Îíà ëèáî çàñåëåíà, ëèáî íåò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïîñëåäíèé ïîäúåçä; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ
n − 1 ïîäúåçä ìîãóò áûòü çàñåëåíû ïðîèçâîëüíî ñîãëàñíî ïðàâèëàì çàäà÷è,
òî åñòü 2n−1 ñïîñîáàìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âûêèíóòü ïåðâûé ýòàæ
èçî âñåõ ïîäúåçäîâ; ÿñíî, ÷òî îñòàâøèåñÿ ýòàæè ìîãóò áûòü çàñåëåíû, îïÿòü-
òàêè, 2n−1 ñïîñîáàìè.

Ýòè äâà ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, íå ïåðåñåêàþòñÿ è èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíîñòè.
Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷àåì 2n.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàíèöó ìåæäó çàñåë¼ííûìè è íåçàñåë¼ííûìè
êâàðòèðàìè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà äîìà, ïðîõîäèò ïîä
âñåìè çàñåë¼ííûìè êâàðòèðàìè è ñïðàâà îò âñåõ íåçàñåë¼ííûõ (ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîäúåçäû áûëè ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî) è çàêàí÷èâàåòñÿ íà äèàãîíàëü-
íîé ãðàíèöå äîìà. ßñíî, ÷òî ëþáîé ñïîñîá ïðîâåñòè ýòó ëèíèþ äàñò åäèíñòâåí-
íûé ñïîñîá çàïîëíèòü êâàðòèðû, è íàîáîðîò.

Äëèíà ýòîé ëèíèè (èçìåðåííàÿ â ð¼áðàõ ñåòêè) ðàâíà êîëè÷åñòâó ïîäúåçäîâ;
ïðè ýòîì êàæäîå å¼ ðåáðî ìîæåò èäòè ëèáî âëåâî, ëèáî ââåðõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ å¼ ïðîâåñòè ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè äâîéêè.
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